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В работе рассматривается панель цилиндрической оболочки. 
Предполагается, что на оболочку действуют сжимающие усилия px и 
поперечная нагрузка q, действующая нормально к срединной поверхности 
(рис. 1). 
 
Рис. 1. Цилиндрическая оболочка 
Рассматриваемая задача решается в перемещениях на основании 
вариационного уравнения Лагранжа, которое записывается следующим 
образом: 
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– работа внешних сил на возможных перемещениях. 
Положительные внутренние усилия, действующие в оболочке, 
показаны на рис. 2 
 Рис. 2. Положительные внутренние усилия 
Деформации в точках, расположенных на одной нормали, определяют 
по формулам: 
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Для кривизны изгиба и кручения используем выражения  
                 
2 2 2
2 2 2 2
æ ;         æ ;         æ .x y xy
x y
w w w w w
x R y R x y
  
       
   
                         (5) 
Эти формулы отличаются от традиционных наличием вторых 
слагаемых. Эти слагаемые являются следствием того, что после деформации 
оболочки кривизна изменяется из-за уменьшения ее радиуса, вызываемого 
перемещением. Чтобы оценить влияние вторых слагаемых перепишем 
первые две формулы (5) в виде 
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Что касается отношения k kR , то при некоторых состояниях 
деформации оболочки, например, при переходе из одного критического 
состояния в другое или в начале процесса нагружения, который будет 
рассматриваться, оно может быть значительно больше единицы, поэтому 
вторые слагаемые сохраним [1, 3]. 
На основании вариационного уравнения Лагранжа можно получить 
дифференциальное уравнение изогнутой срединной поверхности упругой 
оболочки: 
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где D – цилиндрическая жесткость; 
xk , yk  – кривизна поверхности оболочки. 
Полученное уравнение используется для определения прогиба w. 
Двойным подчеркиванием отмечены слагаемые, соответствующие 
дополнительным слагаемым в выражениях (5) для кривизны. 
Выражение для прогиба принимаем в виде произведения двух функций 
одного аргумента [4], так как это наиболее приемлемый способ: 
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Полагая в этом выражении ( ) 1Y y  , получаем из (6) уравнение для 
определения функции :X(x)  
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Нагрузку принимаем меняющуюся по линейному закону. В частности, 
для цилиндрической панели 0xk  , имеем 
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Уравнение (9) есть уравнение продольно-поперечного изгиба балки-
полоски единичной ширины, ось которой параллельна оси х. 
Полагая теперь в выражении (7) ( ) 1X x  , получаем из (6) уравнение для 
определения функции :)y(Y  
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Нагрузка вновь принята распределенной по линейному закону.  
Уравнение (10) есть уравнение продольно-поперечного изгиба арки 
единичной ширины, расположенной в плоскости, перпендикулярной оси x 
(рис. 3, 4). 
 
 
Рис. 3. Балка-полоска и арка единичной ширины 
Для удобства вводим безразмерные координаты 
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где a и b – параметры, характеризующие размеры оболочки в плане       (рис. 
3, 4).  
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Рис. 4. Расчетные схемы: а – для определения функций ( )X x ; 
б – для определения функций ( )Y y  
Сначала рассматриваем уравнение (8). Вводим обозначения  
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Уравнение для определения функции X примет вид  
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Для цилиндрической панели ( 0)xk   
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При постоянном коэффициенте   имеем обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение четвертого порядка. 
Теперь преобразуем уравнение (10). Вводим обозначения  
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Уравнение для определения функции Y примет вид 
   
4 2
2 2 2 2 2 2
0 14 2
2 sign sign sign .y y y y y y y
d Y d Y
k N k k N Y k b N B B y
dy dy
                    (16) 
Уравнение (16) по форме напоминает уравнение продольно-
поперечного изгиба балки на упругом основании. 
Касательные перемещения определяем на основании 
дифференциальных уравнений равновесия, записанных в перемещениях [3]. 
Полагаем, что 
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Уравнения для определения функций ( , )u x y  и ( , )v x y  запишутся так: 
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Индексы после запятой обозначают, по какой из переменных производится 
дифференцирование. В этих уравнениях принято 
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где  – коэффициент Пуассона материала оболочки. 
 Предложенные выражения для прогибов и касательных перемещений 
могут быть использованы для определения перемещений и деформаций 
пологих цилиндрических оболочек. 
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